Défis Premiére Spé maths : sens de variation Thiaude P.

pEiR o)Akl Le potager rectangulaire

L’unité de distance est le métre.

On doit délimiter un potager rectangulaire ABCD et le cloturer sur ses quatre
cOtés : on dispose pour cela de matériaux permettant de construire au total
20 metres de cloture : AB + BC + CD + DA = 20. On pose : AB = x.

1. Exprimer I'aire f (x) du potager uniquement en fonction de x.

2. Pourquoi doit-on étudier f sur I'intervalle [0; 10] uniquement ?

3. Dresser le tableau de variation de f sur [0; 10], en déduire la distance AB
pour laquelle 'aire du potager est maximale.

Corrigé
1. Posonsy = AD.

On dispose de 20 m de cl6ture et elle sera entiérement utilisée donc :
2x + 2y = 20, autrement dit : x + y = 10, ou encore: y = 10 — x.
L'aire f(x) du rectangle ABCD est :

f(x) =AB x AD = x x (10 —x) = 10x — x? = —x% + 10x

2. Onad’unepart AB > 0, autrement dit x > 0.
D’autre part AD > 0, qui s’écrity > 0, autrement dit: 10 —x > 0,
qui s’écrit aussi : x < 10.
Résumons: 0 < x et x < 10, autrementditx € [0;10].
3. Pourtoutx € [0;10], f(x) = —x? + 10x.
—x% 4+ 10x est de laforme ax? + bx + caveca = —1,b = 10 et c = 0.

Ona:
—b —10 10
+—=5

“Tod T 2D T2

a=-1,a<0donc:

f 7 sur [0;a] cest-a-dire [0;5] et f Nvsur [a;10] c'est-a-dire [5;10].

Ona:
£(0) = —(0)* +10(0) = 0
f(5) = —=(5)?2 +10(5) = —25 + 50 = 25
£(10) = —(10)? + 10(10) = —100 + 100 = 0

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 a=5 10
sens de variation B =25 N
de A
! 0 0

L’aire maximale est 25 m?, atteinte pour AB = 5 m.

Onalorsy =10 — 5 = 5, le potager d’aire maximale est un carré de c6té 5 m.

pEaiRJeb]aclip] Le potager rectangulaire adossé a un mur

L’unité de distance est le métre.

On doit délimiter un potager rectangulaire ABCD et le cloturer sur trois de ses
guatre cotés, on dispose pour cela de matériaux permettant de construire au
total 20 m de cl6ture : AB + BC + CD = 20.

On pose : AB = x et on note f(x) I'aire du

potager, 0 < x < 10.

1. Montrer que pour toutx € [0;10],
f(x) = —2x% + 20x.

2. Dresser le tableau de variation de f.
Quelle est I'aire maximale du potager ?

Préciser alors les longueurs AB et BC.

Corrigé
1. ABCD estunrectangle donc A pcp = AB X BC.

or,d’une part : AB = x et d’autre part : AB + BC + CD = 20 qui donne
x + BC + x = 20 autrement dit BC = 20 — 2x, donc:

Aupcp = x X (20 — 2x) = 20x — 2x? = —2x? + 20x
Comme f(x) = Aypcp on obtient: f(x) = —2x% + 20x.
Pour tout x € [0;10], f(x) = —2x2 + 20x.

2. —2x?% + 20x estde laforme ax* + bx + caveca = —2,b = 20 et c = 0.

Ona:
_ch_ -20 _-20_
“Toa T2 4 T

Utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »



B =f(a) =f(5)=-2(52%+20(5) = —2%x 25+ 100 = 50 a=-0,05,a < 0donc:
f2Asur] —oo;a]ie.sur] —oo;24], f Nsur [a; +oo[ i.e.sur [a; +oo[

B=fla)=7r(24) =288

On obtient le tableau de variation :

a=-2,a<0donc:
f 7sur [0;a] i.e.sur [0;5] et f Nvsur [a;10] i.e.sur [5;10]

£(0) = —2(0)% +20(0) = 0

£(10) = —2(10)% 4+ 20(10) = -2 x 100 + 200 = 0 x —oo0 a =24 +o0
On obtient finalement le tableau de variation : Sens dg v;riation B =288\
e
x 0 a=5 10 Le maximum de f est 28,8 et il est atteint en x = 24.
Sens de B =50 L’altitude maximale du ballon est 28,8 m.
variation de f 0 ﬂ \ 0

2. Avecles notation de I'exercice, on a les équivalences :
f(x) =0 —0,05x2 + 2,4x = 0 © x(—0,05x + 2,4) =0
©x=00u—005x+24=0<x=00u0,05x=2,4

Le tableau de variation montre que le maximum de f sur [0; 10] est 50,
atteint pour x = 5.

Lorsque AB = 5,0ona:BC =20 —2(5) =20 — 10 = 10. 24

) . 2 . ex=0oux=——x=00ux =48

L’ aire maximale du potager est 50 m?, atteinte lorsque AB = 5m 0,05

et BC = 10 m. L’équation f(x) = 0 admet une unique solution strictement positive : 48.

La ballon retombe sur le sol a 48 m de son point de départ.
AT Jeb]Iclik] Le ballon de foot

L'unité de distance est le métre, on admet que la trajectoire d’un ballon de foot RRURSe]Ieil Optimiser la recette d’un théatre

dans un repére orthonormé dont I’axe des abscisses est au niveau du sol, I'axe Un directeur de théatre dispose d’une salle dans laquelle toutes les
des ordonnées est vertical, I'origine du repére est la position du ballon lors de places sont proposées au méme prix, et il constate que :
I'impact avec le pied, admet pour équation y = —0,05x2 + 2,4x.

5 e lorsque le prix de la place est fixé a 20€ alors il peut espérer 130 spectateurs
Pour tout x € R, on pose : f(x) = —0,05x* + 2,4x. i ] .
e toute augmentation de 1€ du prix de la place fait baisser de 10 le nombre de
1. Déterminer le maximum de f puis indiquer ce que représente ce nombre dans spectateurs, et réciproquement que toute baisse de 1€ du prix de la place
le contexte de I'exercice. amene 10 spectateurs supplémentaires : le nombre de spectateurs est donc

2. Déterminer la solution strictement positive de I’équation f(x) = 0 puis une fonction affine du prix de la place.

indiquer ce que représente ce nombre dans le contexte de I’exercice. Le prix de la place peut ne pas étre un nombre entier d’euros.
Quel doit étre le prix de la place pour que la recette soit maximale et que vaut
Corrigé cette recette maximale ?

— 2
1. Vx€eR f(x) =-0,05x*+ 2,4x Corriaé

—0,05x* + 2,4x est de la forme ax® + bx + caveca = —0,05,b = 2,4 et Pour un prix de la place de x euros, notons N (x) le nombre de spectateurs et
c=0.0na: R(x) la recette en €.

b =24 =24 24 N (x) est une fonction affine de x par conséquent il existe deux constantes a et b
2a  2x(-0,05) -0,1 telles que N(x) = ax + b.

a =
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Or:
e pour x = 20 il y a 130 spectateurs, donc N(20) = 130 ce qui donne
20a + b = 130.
e pour x = 21 on aura 10 spectateurs de moins soit 120 spectateurs,
donc N(21) = 120, autrement dit: 21a + b = 120.
On a les équivalences :
{20a+b=130®{ b =130 — 20a ®{b=130—20a
21a+ b =120 21a + 130 — 20a =120 a=-10
b =130+ 200 b =330 a=-10
(:){a=—10 (:){a=—10(:){b=330
Onadonc: N(x) = —10x + 330.
Le nombre de spectateur est nécessairement positif ou nul donc :
—10x +330 > 0 © —10x > —330

En divisant par —10 qui est strictement négatif, on obtient :

—10x g —330 © < 33
—10 S—10 7S
Il faut donc que 0 < x < 33.

On a : recette = prix de la place X nombre de spectateurs, donc pour tout
x € [0;33],0na:R(x) = x x (—10x + 330) = —10x2 + 330 x.
—10x? + 330 x est de la forme ax® + bx + caveca = —10, b =330 etc = 0,

Ona:

_-h_ 330 _33x10_33_
24T 2(c10)  2x10 2 ¥

a=-10,a < 0donc:
R 7sur [0;a]i.e.sur[0;16,5] et R Nvsur [a; 33] i.e.sur [16,5;33].

Ona:
R(0) = —10(0)% +330(0) =0
R(16,5) = —10(16,5)% + 330(16,5) = 2 722,5

R(333)=0
On obtient finalement le tableau de variation :
X 0 a =165 33
sens de variation B =27225
deR
0 0

La recette maximale est 2 722, 5 €, elle sera atteinte pour un prix de la place
fixé a 16,5¢€.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

FENETRE
Xmin=0
Xmax=50
Xorad=10
Ymin=0
Ymax=50
Yorad=10
Xrés=1
aX=0.18939393939394
PasTrace=0.37878787878788

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
Y1=70.05X2+2 X Y1=°0.05X2+2 4¥
X=24 Y=28.8 X=48 Y=0

Rectangle dans un triangle rectangle (grand classique)
ABC est un triangle rectangle en A tel que : ,
AB =4, AC = 8. ¢
Pourtout x € [0;4], on note: M le pointde[AB],
tel que AM = x, N et P les pointsde [BC] et [AC]
respectivement tels que AMNP est un rectangle,

f (x) I'aire du rectangle AMNP.

1. Justifier que (MN) / (AC), en déduire que :
MN = 8 — 2x.
2. Montrer que, pour tout x € [0;4] :
f(x) = —2x% + 8x
3. FEtudier le sens de variation de f sur [0;4],
en déduire quelle est I'aire maximale de AMNP

ainsi que la valeur de x permettant de I'atteindre. A
Que peut-on alors dire de M ? "_1'

4. Pour quelles valeurs de x I'aire de AMNP est-elle supérieure ou égalea 6 ?
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Corrigé

1.

Justifier que (MN) / (AC), en déduire que: MN = 8 — 2x.

On sait que (MN) L (AB) et (AC) L (AC).

On utilise : « si deux droites sont perpendiculaire a une méme troisiéme, alors
elles sont paralléles ».

On en déduit que (MN) / (AC).

On sait que B, M, A sont alignés, B, N, C sont alignés, (MN) / (AC).
On utilise le théoréme de Thales.

On en déduit que :
BM _ BN _ MN

BA  BC AC
d’ou :
BM _MN
BA = AC
4—x MN
4 8
— X
X 8 = MN
4 —x
MN = 8 x
MN = 2(4 — x)
MN =8 — 2x

Montrer que, pour tout x € [0;4] : f(x) = —2x? + 8x.

AMNP est un rectangle donc : A ynyp = AM X AP.

Or, AM = x et AP = AC — AP = AC — MN = 8 — «x.

Donc: Agynp = X X (8 — 2x) = 8x — 2x% = —2x? + 8x.

Comme f(x) = Auynp on a bien : Vx € [0;4], f(x) = —2x2 + 8x.

¢ sens de variation de f sur [0;4]
—2x% + 8x est de laforme ax? + bx + caveca = —2,b = 8etc = 0.
Ona:
-b -8 -8
a = Z = ﬂ = _—4 =2
B=f(a)=-2(2)*+8(12)=-2%x4+16=-8+16=8
a=-2,a<0donc:

f 7sur [0;a] i.e.sur [0;2] et f Nsur [a;4] ie.sur [2;4].
Ona:
£(0)—2(0)2+8(0)=0
f(4)=-2(4)2+8(4)=-2x16+32=-32+32=0

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 a=2 4
Sens de =8
variation
de f 0 / \ 0

e maximumde f sur [0;4]
Le tableau de variation montre que le maximum de f sur [0; 4] est 8, atteint
pour x = 2.

¢ aire maximale de AMNP

Comme f(x) est I'aire du rectangle AMNP, on en déduit que I'aire maximale
de ce rectangle est 8, atteinte pour x = 2.

Pour cette valeur de x, on a :

AM =2 ! 4 ! AB
= = —X = —X
2 2

etcomme M € [AB], on en déduit que M est le milieude [AB].

Autrement dit I'aire du rectangle AMNP est maximale lorsque M est le milieu
de [AB].

Pour quelles valeurs de x I'aire de AMNP est-elle supérieure ou égalea 6 ?
I s’agit de résoudre dans [0; 4] I'inéquation f(x) > 6:

—2x°48x>6 —2x>+8x—-6>0
—2x? 4+ 8x — 6 est de la forme ax® + bx + c aveca = —2, b = 8 et c = —6,
de discriminant : A = b? — 4ac = 82 — 4(—=2)(—6) = 64 — 48 = 16.
A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :
_—b—vA -8-+v16 -8-4 -12

T R S
_—b+\/Z_—8+\/1_6_—8+4_—4_1
T

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».
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5
On obtient le tableau de signes : 2. Endéduire que: CM? = " x?—8x + 16.

x 0 4 On est dans un repére orthonormé donc on peut appliquer la formule de

1 3
Signe de —2x? + 8x — 6 - 0 + 0 - la distance : CM = /(v — yc)? + (xy — x¢)?
donc: CM? = (ym — yc)2 + (e — xc)z-
En utilisant les coordonnées de C et de M, on obtient :

On souhaite que : —2x2 + 8x — 6 > 0, le tableau de signes donne alors pour
ensemble des solutions : [1;3].

2 2
L'aire de AMNP est supérieure ou égale a 6 pour x € [1;3]. CM? = (_%XM +4— 4) + (xy —4)?% = (‘%%\/1) + (xp — 4)2
oy . P 1 1 5
2L Hev]Icfi]7 Distance minimale _ le%/l +x2 — 8xy + 16 = (Z n 1) X2 — 8ty + 16 = ZxMz ~ 8xy + 16
Dans un repére orthonormé, on donneA(2; 3), B(8;0) et C(4;4), 5
M est un point variable de (AB). On a donc bien : CM? = sz —8x + 16.
1 5
1. Justifierque:yy = — E xy + 4. 3. VxeR, f(x)= Z x% — 8x + 16, dresser le tableau de variation de f.
5 5
2. Endéduire que: CM? = sz — 8x + 16. sz — 8x + 16 est de la forme ax? + bx + c aveca = %, b= -8,c=16.
5 Ona:
3. Pourtoutx € Rf,onpose: f(x) = = x> — 8x + 16. '
f.onp feo 4 -b  +8 8 2 8x2 16
Dresser le tableau de variation de f. a=5a" ) (5) =g =8X - 5 ©
4. Onadmet que : « pour tout M de la droite (AB) : CM est minimal lorsque 4 16 2 £ 16\2 16 16
CM? est minimal ». Pour quel point M de la droite (AB) la distance CM B=fl@)=f (?) =2 (?) -8 (?) +16 = =
est-elle minimale et que vaut cette derniere ? 5
On donnera la distance minimale et les coordonnées de M sous forme de a=7,a>0donc:
fraction irréductible. fNsur]—oo;a]i.e. sur]—w;%] etf 7 sur [%; +00[.
Corrigé On obtient finalement le tableau de variation :
1. A(2;3),B(8;0) X 16
La droite (AB) admet pour équation y = a(x — x,) + y4 avec: —® a = oo
_Yp—=ya_ 0-3 -3 1 Sens de
a_xB—xA_8—2_6__2 variation \ B—E ﬂ
On obtient : de f 5
y=—%(x—2)+3(:>y=—%x+1+3(:>y=—%x+4 4. Onadmet que : « pour tout M de la droite (AB) : CM est minimal lorsque

CM? est minimal ». Pour quel point M de la droite (AB) la distance CM

Or M € (AB) donc ses coordonnées vérifient cette équation, autrement dit : . . .
est-elle minimale et que vaut cette derniere ? On donnera la distance

Ym = — 5 xy+4 minimale et les coordonnées de M sous forme de fraction irréductible.
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16
Lorsque xy = a = = alors

_ 1><16+4— 8+20_—8+20_—8+20_12
M= Tyt s T T s T s T s "5 T T 5 T 5
Le tableau de variation de f montre que CM? a pour minimum % ,doncla

16 _Vi6 _ 4 _ 45
5 V5 V5 5

. 16 . 16 12
atteinte pour xy = =, c’est-g-dire pour M (? ;?).

distance minimale est CM =

Vérification
Cette distance minimale s’appelle « la distance entre (AB) et C », elle est
égale a CH ou H est le projeté orthogonal de C sur (AB).

1 | A=23) 5 | d:=Perpendiculaire(C, d)
® |- A:=(2,3) ® |- d:y=2x—4
5> | B:=(8,0) H:=Intersection(d, d')
6
-+ B := (8,0 16 12
oY o - n={(57)}
3 | C=(4,4)
5 C:= (4_4) Distance(C, d)
) 7
d:=Droite(A, B) - 4.@
4 1 5
- d:y= _T x+4
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